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Ueber die Knickfestigkeit gerader Stabe;

von Baurath Prof. Fr. Engesser zu Karlsruhe.

Die Theorie der Knickfestigkeit liefert bekannt-
lich fiir den Druck S, welchen ein gerader Stab kon-
stanten Querschnitts, ohne auszuknicken, aushalten kann,

den Werth S =a - E (Euler’sche Formel). (1

Durch Division mlt der Querschnittsgrofse F' erhalt
man die Knickfestigkeit

S_S__aEJ_ﬂ__ﬂ @
Y VN N U
Hierin bezeichnet
E den Elasticititsmodul,
J das Trigheitsmoment des Querschmttes (= Fi%),
t den Trigheitshalbmesser,
die Stablinge,

l

A die speciﬁsche Linge (:%),

a einen Zahlenwerth, welcher vom Zustande der
Stabenden - abhdngt; derselbe ist fiir drehbare

Enden = n?==rund 10, fiir eingespannte Enden
=4 z? = rund 40.

Die Euler’sche Formel ist unter Voraussetzung
vollkommener Elasticitit des Materials entwickelt und
hat demgemils nur so weit Gilltigkeit, als Spannung o
und Dehnung ¢ einander proportional sind, d. h. als
sich die Knickfestigkeit s kleiner als der Grenzwerth ¢
an der Elasticitdtsgrenze (Proportionalititsgrenze) er-
giebt. Fiir grofsere Spannungen, fir welehe die Be-
ziehung o = Ee nicht mehr giiltig ist, ist auch die
Euler’sche Formel npieht mehr zutreffend; dieselbe
ergiebt in derartigen Fillen zu grofse Werthe fir die
Knickfestigkeit s und wiyd fir die Anwendung viel-
fach durch empirische. Formeln ersetzt, welche den

Versuchs-Ergebnissen mebr oder weniger gut angepasst
sind.

Die folgende Untersuchung bezweckt nun, auch
fiir solche Fille, in welchen die Spannungen die ELastl-
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citdtsgrenze g liberschreiten, bezw. die Gleichung o = Ee
keine Giiltigkeit besitzt, die Grofse der Knickfestig-
keit als Funktion der Elasticitits- und Festigkeits-
Ziffern theoretisch zu
bestimmen.

Zu diesem Ende sei
die gegenseitige Ab-
hingigkeit von Span-
nung o und Dehnung &
apalytisch durch eine
Gleichung oder gra-

Fig. 1.

‘phisch durch eine Kurve gegeben (Fig. 1). % hezeichne

die Druckfestigkeit, 3 die Bruchdehnung.

Wir denken uns nun den Stab um die sehr kleine
Grolse A seitlich ausgebogen und suchen diejenige Drack-
kraft S, welche im Stande ist, den Stab in dieser Aus-
biegung zu erhalten.

Unter der Annahme, dass die Stabquerschnitte
auch nach der Biegung noch Ebenen bilden, lisst sich -
die Dehnung < eines Faserelementes,
welches um v von der durch den
Schwerpunkt gehenden Biegungs-
achse entfernt ist, ausdriicken durch

e=¢g, + %;
wo z, = Dehnung des Achselemen:
tes, p = Kriimmungsradius des-

selben.

(Aus Fig.-1 folgt fir kleine
Biegungen, d. h. fiir wenig von ein-
ander verschiedene Dehnungen )

o—a, da

e—g, ~ de tg =0
somit nach Kinsetzen in oblggn Ausdruck von e:
-a=0, 4 % .
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457 . Fr. Engesser, iiber die Knickfestigkeit gerader Stibe. 458

Das Gleichgewicht der inneren Krifte eines Quer-
schnitts mit den 'ain['seren Kriften verlangt:

S ch_f dF=o,F, daﬁdF fiir die

Schwerpunktsachse =03 und '
— ovdz’_f T” vdF — [T TJ
Vorstehende GLelchungen unterschexden sich von

den innerhald der Elasticititsgrenze giiltigen nur da-

durch, dass der Werth T:%

cititsmoduls E getreten ist. Man kann somit die unter
Voraussetzung des Elasticititsgesetzes o = Ee abge-
leiteten Gleichungen unmittelbar benutzen, weon man
pur E durch 7" ersetzt. Hiernach treten an Stelle der
Luler’'schen Formel die Ausdriicke:

an Stelle des Elasti-

aTJ aJ da
S TTr T de? (3
S a7 oT a do
bezw. S= = =T T ge 4
Da s: g—_ Subtangente ¢ (Fig. 1), so kann letztere
Gleichung auch geschrieben werden:
t_—_%, oder 7\:1/%. (?

Mit Hiilfe vorstehender Gleichungen ist es bei ge-
gebener Kurve (oe) (Arbeitskurve) leicht, die gegen-
seitice Abh#ngigkeit der Knickfestigkeit s und der
specifischen Linge a darzustellen. Man bestimmt fiir
ein beliebiges o der Arbeitskurve die zugehtrige Sub-

tangente ¢ und berechnet den Werth x:-l/i;;' die

Werthe s =0 und k:V% sind sodann 2 zusammen-

gehdrige Koordinaten der Festigkeitskurve (s)) (s. Fig.3).

Fig. 8.

Kurv?lce) KUFV&(S))

Die Festigkeitskurve (sA) hat folgende allgemeine
Eigenschaften: Je steiler die Arbeitskurve, desto flacher
ist die Festigkeitskurve, d. h. desto grofser’ ist- die

" Festigkeit s bei gegebener Lidnge A; es folgt dies un-

mittelbar aus Gl. 5. Hiernach ist im Allgemeined die
Knickfestigkeit eines Stabes.um so hober,. jo grilser
die Druckfestigkeit %, die Spannungen an der Elasti-

cititsgrenze und Quetschgrenze g nnd ¢, und je kLemer )

die Bruchdehnung & ist.

Da nach GLelch 4 == )\1 e

Stehgkexts Untexb\ecbung “der. Arbeitskurve vom nten

C!
, 80 entspncht elner
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Grade eine solche der Festigkeitskurve vom (n— I)ten

Grade. Somit entspricht einem Sprunge
2
von g ein solcher von i (Punkte ad der Fig. 4),
dd rn :
voge » . 5 (Punkte 558" der Fig, 4).
€

Hat die Arbeitskurve f‘ur o=~Fk eine wagerechte Tan-
gente, so ist bei der Festigkeitskurve fir s=1/% sowohl

A= 0 als aunch %: 0. (Fig. 3).

Nach vorstehenden Entwickelungen ist die Festig-
keitskurve (sA) von dem ganzen Verlaufe der Arbeits-
kurve (o) abhiingiz — nicht nur,” wie innerhalb der
Elasticititsgrenze, von einer Konstanten, dem Elasti-
cititsmodul E. Da nun die Arbeitskurve bei ver-
schiedenen Stiben des gleichen Stoffes, je nach Her-
stellung und Bearbeitung, sehr verschiedenartigen

Fig. 4.

Kurve (c€) Kurve(sA)

Verlauf zeigen kann, so ist ersichtlich, dass die Auf-
stellung einer allseitiz zutreffenden Iestigkeitsformel
unmgglich ist, und dass im Einzelfalle mehr oder
minder grofse Abweichungen eintreten kénnen.

Bei Schweilseisen hat die Arbeitskurve im Wesent-
lichen die in Fig. 4 dargestellte Form. Sie besteht
aus 2 Geraden Oa und 6C und aus einem Kurven-
stiicke ab, welches bei « tangential in Oa iibergeht,
bei b entweder ebenfalls tangential, oder mit einem
Knick an &C anschliefst. Der weiteren Behandlung
legen wir letztere Annahme zu Grunde.

Punkt a entspricht der Elasticitétsgrenze, mit o =g,

» 0 » » Quetschgrenze, mit s =gq..
Fiir die Strecke Oa ist t:fE— bezw. =~Z~7”,
- K ° KEa
t:W:f’ WOTAUS § =~

* Die dem Werthe g entsprechende Abscisse der Festié—

keitskurve ergiebt sich zu Add =\, = V%

Fiir die. Strecke 5C ist t=i bezw.=i, wo

D
D = Tangente des NelgungswmkeLs von &C, an-
nihernd D—H,
3
5 - -8 LR __Da
==y, Worauss=-.
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459 Fr. Engesser, libér die Knickfestig'keit gerader Stibe. 460

Die den Werthen % und ¢ entsprechenden Abscissen
der Festigkeitskurve ergeben sich. zu

ce=r=VE, By =1, =22

q
. Was das Kurvenstiick ab anbelangt, so moge die
Subtangente ¢, des Punktes b als Vielfaches derjenigen
Subtangente- ausgedriickt - werden, -welche bei Giiltig-
keit des Elasticititsgesetzes bis zur Quetschgrenze: vor-

banden wire, d. h. ¢, =[3El Es ist dann

Ea

Bg

Das Kuwenstuck d ' nimmt bei verschiedenen Stiben,
je nach der besonderen Natur der Kurve ab, ver-
schiedene Gestalt an. Fiir mittlere VerhaLtmsse wird
a't’’ nicht wesentlich von einer Geraden abweichen,
deren Gleichung (weil jene durch die Punkte <’ und 3"
geht) lautet:

BY =), =

s—g+1—L -~ =)

Fiir « = 10 (drebbare Enden) und fiir die Mittelwerthe

k = 3500 s, E = 2000000 2,
g = 2500 8, 3= 12,5 = g,
g = 1600, B=2

erbdlt man D = (3500 — 2500) 8 = 8000,

Cd =1, = 802;)0'010 —43, Bi=\, =‘|/78°§5U°.'010=5,7,
BY _>,_1/20§°%°5%01°_63,z, Aa’:).;:]/%:lll,e.

80000
2z

Gleichung von Cc’ s=23500, Gleichung von ¢'¥’ s=

Gleichung von b'86" s=2500,

Gleich. von 5" s=1600- ﬁ‘ﬁﬂ (111,8— ) =3670 — 18,5},
Gleichung von a'co szw .

Bei Baugliedern wird ) meist zwischen A, und X,
liegen, so dass fir dieselben nur die beiden Geraden
BY und ¥'d in Betracht kommen. Es wird hierbei
die Widerstandsfihigkeit gegen Kpicken hanptsédchlich
durch die Hohe der Elasticitats- und Quetschgrenze
bedingt, wihrend die Druckfestigkeit £ und die Bruch-
dehnung & meist ohne Belang sind.

Sebr weiches [Flusseisen, dessen Quetschgrenze
niedrig liegt, wird deshalb, trotz hiherer Druckfestig-
keit, innerhalb gewisser Grenzen geringere Knickfestig-
keit aufweisen, als Schweilseisen mit hoher Quetsch-
grenze.

Wird das Material vor der Verwendung in geeig-
neter Weise Druockbelastungen. ausgesetzt, .welche die
Elasticitdtsgrenze bezw. Quetschgrenze iiberschreiten,
so werden die genannten Gréenzen nach den Versuchen
Bauschingers (Mltthellungen des ‘mech.-techn. Lab.
in Miinchen, 13. Heft) gehoben und. dem entsprechend
die Knickfestigkeit erhiht. ;

Wenn bei wechselnder Zug- und Druckbean-
spruchung der Stab einer, die Zug-Elasticititsgrenze
iiberschreitenden Belastung ausgesetzt, wird, so sinkt
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die Drnck - Elasticitatsgrenze bis auf Null herab; die
Knickfestigkeit ~eines solchien Stabes wird demgemils
ganz wesentlich gegeniiber der normalen herab-
gemindert. ' '
Um die Festigkeitskurve durch eine einzige
Gleichung darstellen zu konnen, miisste die Arbeits-
kurve ebenfalls durch eine Gleiching gegeben sein.
Niaherungsweise kann man setzen: . '

) c=k(1 — [8;5] ), wo der Exponent n spiter ent-

sprechend zu bestimmen ist;

do_ﬁ(%—a)""_‘_iclz_(k—o o
de 3\ ? T8\ k ) !
I—mn

g OO ﬁ(l__s_)n_i
=% e T T E) T

n—1
. akn s\
Hieraus folgt ) — \/ 5 (1 — ?) .

Der Werth von s kann im Allgemeinen nicht als
entwickelte Funktion von ) dargestellt werden. Speciell
fir grofse » kann man jedoch niherungsweise setzen

n—1
8 n 8 &
(1—7) ==+
somit sz 5 =%, algo
(1= + %)
_ akn 7 1
TNt a(n—1) 5N 1

14 =

Bestimmt man nun n. derart, dass die Tangente des

) fir s =0 gleich £ wird, so er-

an n

Neigungswinkels (

de
halt man E:k—;’, n :%, somit
‘k; niherungs e'se—k# (a
I 2 goweIse = e
T T T Ea

Diese Gleichung liefert fiir kleine A zu’ grofse Werthe
von s, weil bei dem grofsen Werthe des Ex-

ponenten =z (:%: etwa 70) die angenommene Ar-

beitskurve oberhalb der Quetschgrenze die wirkliche
Kurve weit iiberragt. Eine entsprechende Berichtigung
l4sst sich erreichen, indem man statt % einen derart
verkleinerten Werth ¢ einfithtt, dass die Flicheninhalte
beider Arbeitskurven gleich grofS werden. Dies wird

anndbernd der Fall sein, wenn man setzt ¢ :m.

Fiir £=13500%, ¢ = 2000 * wird hiernach ¢ — 3000 s
aLso -y _—
S;C\ﬁ 30‘00 m .

(‘?
I+, Ba :

Vorstehende Formel stimmt bis auf die Zahlenwerthe
mit. den bekannten Formeln von Rankine, Schwarg,
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461 . Ankiindigung und Beurtheilung technischer Werke. 462

Laifsle & Schiibler,  iiberein, - welche™ in dieser

Uebereinstimmung ibre theoretische Begrundung finden
diirften.

. Die von Grashof in seiner Theorie der ELasticit'é.t
und Festigkeit, zweite Aufl., 1878; S. 174 aufgestellte
Formel, welche eine Vermittelung zwischen der Euler-
schen Formel und dem Ausdrucke fiir reine Druck-
festigkeit (s = k&) bezweckt, ist vollkommen gleich mit
obiger Formel a.

Bei Kupfer dhnelt die Arbeltskurve einer Viertel-

2
Ellipse von der GLelchung B —e)? + (c%) =32,

Man erhilt hieraus

s?8* o3 : s*3 o

TEG—) WV Ee B E—s A
—ak? 1/ a? kr\? a 1)t
3"V232)4+ ( ) FEAl
)\_"/akl/ k’—s’_,

5 s?

Ankiindigung und Beurtheilung technischer Werke.

Thurmbuch., Thurmformen aller Stile und Liénder,
gesammelt und gezeichnet von C. Sutter, mit
einem Vorworte von Dr. Fr. Schneider. Lief. 1
bis 4; je 10 Tafeln in Folio. Berlin 1888. Ernst
Wasmuth. (Preis des ganzen Werkes 32 .4.)

Die Gegenwart kaon auf den Gebieten der Kunst und
Wissenschaft mit Recht als eine Zeit der Sonderarbeit be-
zeichnet werden. In natlirlicher Folge raschen Vorwirtsstrebens
und der immer weiter anwachsenden Menge des Ueberlieferten
ist der Kreis des Stoffes allmihlich so umfangreich geworden,
dass seine Gesammtheit pur schwer sich vollkommen be-
herrschen lisst. Das Studium einzelner Zweige der Kunst er-
fordert in konstraktiver und stilistischer Hinsicht mehr als vor-
dem eine griindliche Vertiefung; es darf daher nicht verwundern,
wenn auch die Litteratur, als Hiilfsmittel der Studien, eingehender
der Wiirdigung einzeluer Abschuitte sich zugewendet hat.

Das ,Thurmbuch¥ erhebt fiir sich den Aunspruch, ein

‘wichtiges Kapitel aus dem Bereiche der Baukunst zu be-

handeln, welches bislang in seiner Sonderstellung noch nicht
ausschliefslich berllcksichtigt sein soll. Wie der Verf. des
Vorwortes auseinaundersetzt, hat die Neuzeit wieder in ihren
baulichen Schopfungen im weitesten Sione von Thurmanlagen
Gebrauch gemacht, nachdem die mittelalterliche christlich-
abendldndische Baukunst bereits die Entwickelungsfihigkeit
der Thurmformen in zahlreichen Ausfiibrungen darlegte. Diese
kilinstlerischen Bestrebungen der Gegenwart zu fordern, durch
Vorftihrung einer miglichst grolsen Anzahl von Thormbitdern
anregend und nachhelfend zu wirken und ein ,Nachschlage-
werk flir den Handgebrauch unserer Baukiinstler! zu sein,
kilndlgt er als Zweck der vorliegenden Sammlung an. Dem-
entsprechend verzichtet die letztere auf eine ,folgerichtige Dar-
legung der ganzen Entwickelungsweise¥, auf eine ,Gruppirung
nach Stilarten, Zeiten oder Lindein“; gew#hrt vielmehr nur
»im bunten Wechsel ‘einen Ueberblick iiber die vielgestaltige
Entwickelung, welche der Thurmban iiberhaupt genommen hat.

Die beiden ersten Doppelhefte unseres Werkes enthalten,
dem kurz mitgetheilten Programme entsprechend, auf 40 Tafeln
eine Anawahl anziehender Beispiele, welche in malerischer Auf-
fassang, jedoch unter Wahrung der architektonischen Gesichts-
punkte, von C. Sutter meisterhaft mit der Feder gezeichnet
sind. Die Domthiirme zn Mainz, Worms und Frankfurt, die
reizvotlen Renaissancethiirme von Danzig, Krakau, Brieg, Offen-
bach und Torgau, die malerischen Thurmanlagen Belgiens und
Hollands usw. wurden auf Grund von Originalzeichnungen
wiedergegeben. Daneben finden sich die Ansichten der Thilrme
von franztsischen Schldssern nach Petit und Sadoux, von
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Londoner Kirchen nach Taylor; die eigenartigen Thurm-
gebilde der Schweiz nach Rodt, ferner franzosische Glocken-
thiirme nach Viollet-le-Duc. Von deutschen Denkmilern
der Befestigungskunst fesseln die Ansichten der Thorthiirme
von Maioz, Frankfurt, Kolo und Augsburg. Ein Inhalts-
verzeichnis zur Erleichterung des Nachschlagens, mit den er-
forderlichen kunstgeschichtlichen Erliuterungen ausgestattet,
soll der Schlusslieferung beigelegt werden.

Die zwanglose Zusammenstellnong so verschiedenartiger
Denkmiler ist etwa mit der Anorduoung eines Skizzenbuches
zu vergleichen, welches pach und nach anf einer lingeren
Studienreise mit Aufnahmen gefiillt wurde. Der Uebersichtlich-
keit wiirde es freilich nicht geschadet haben, wenn eine etwas
weniger bunte Reihenfolge in Bezug auf Stil und Vaterland
der Thurmformen eingehalten wire. Der Architekt, welcher
diese Formen eingehender studiren will, wird zumeist von be-
stimmten geschichtlichen oder geographischen” Gesichtspunkten
ausgeben, wird daher auch lieber die Baudenkmiler nach
solchen Grundsitzen geordnet wiinschen. Indessen wird ge-
wiss auch die vom Herausgeber beliebte Anordnung ihre Freunde
finden und bei der Vortrefflichkeit des ganzen Werkes als ein
Mangel kaum empfunden werden. Hoffen wir im Uebrigen,
dass auch die abschliefsenden Hefte dem gelungenen Anfange
voll und ganz entsprechen m&gen. Diestel.

Die Ermittelung der Durchflussprofile mit be-
sonderer Beriicksichtiznng der Gebirgs- und Wald-
biche; von Ingenieur L. E. Tiefenbacher. Zweite
Auftage Wien. Spielhagen & Schurich. (4 4.)
Die erste Auflage des vorliegenden Buches ist im Jahy-

gange 1879 dieser Zeitschrift, S. 304 von Hess bereits allen

mit derartigen Arbeiten beschiftigten Ingenieuren empfohlen,
zumal die einschligliche Litteratur damals nur in Zeitschriften

-verstreut sich vorfand. Das ist.inzwischen etwas besser ge- ,

worden. Ich darf in dieser Himsicht nur.auf die Abhandlung
von Havestadt in der 2.- Auflage des Handbuches der In-
genieurwissenschaften, Band II, Wasserbau, verweisen, welche
die Frage beispielsweise auch fir das Flathgebiet der Strime
untersucht. Wenn Tiefenbacher’s Schrift trotzdem eine
zweite Auflage erfahren hat, so zeigt dies, dass das Buch in
den betheiligten Kreisen, welche namentlich mit Gebirgs- und

‘Wildbiichen zu thun. haben, sich einer grofSsen Beliebtheit er-

freut, und 2war, wie mir scheint, mit vollem Rechte, da es sebr
klar, frisch und tibersichtlich geschrieben ist,

Die zweite Auflage ist iiberdies’ nicht nur durch die von
Hess gewiinschten Erginzungen, sondern auch durch eine

31
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